Тема 4 ОПЕРАТОРЫ ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН И ИХ СВОЙСТВА
1 Сущность квантовомеханического описания состояния частицы
2 Уравнение собственного состояния
3 Условие коммутации операторов
4 Основные квантовомеханические операторы физики атомов
Основные понятия по теме
Оператором называется правило, с помощью которого каждой функции из некоторого множества функций сопоставляется функция из того же или другого множества. Для решения квантовомеханической задачи о состоянии движения частицы необходимо знать вид операторов для наиболее важных с этой точки зрения физических величин. Операторы, которые ставятся в соответствие реальным физическим величинам, являются линейными эрмитовыми операторами. 

Оператор 
[image: image1.wmf]A

ˆ

 является линейным, если
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где 
[image: image3.wmf]1
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 и 
[image: image4.wmf]2
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 -постоянные; 
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 и 
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- произвольные функции.

Оператор 
[image: image7.wmf]A
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 эрмитов (самосопряженный), если
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Вид оператора для конкретной физической величины зависит от выбора независимых переменных в функциях, к которым он применяется. В качестве независимых переменных можно брать только такие величины, операторы которых между собой коммутируют.

Операторы 
[image: image9.wmf]A

ˆ

 и 
[image: image10.wmf]B

ˆ

 коммутируют (коммутативны), если их коммутатор равен нулю:
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В квантовой механике особый интерес представляют состояния, в которых частица характеризуется определенными (конкретными) значениями физических величин. Каждое из таких состояний называется собственным состоянием данной частицы, а указанные значения величин – собственными значениями физических величин (или их операторов). 
[image: image12.wmf]Y

-функция, описывающая собственное состояние, является решением уравнения для собственного состояния
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При этом 
[image: image14.wmf]Y

-функция, называемая собственной функцией оператора 
[image: image15.wmf]A
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, определяется функциями 
[image: image16.wmf]n

Y

. При измерении получается одно из собственных значений 
[image: image17.wmf]n
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оператора этой величины. Плотность вероятности, с которой при измерении будет получено значение физической величины, равное 
[image: image18.wmf]n
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, определяется величиной 
[image: image19.wmf]2
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. Собственные функции, описывающие различные состояния, ортогональны друг другу:


[image: image20.wmf]ò

ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

¥

¥

-

*

=

Y

Y

0

3

r

d

m

n

r

.                                                    (4.5)

Совокупность собственных значений оператора (спектр значений) должен совпадать с совокупностью наблюдаемых значений физической величины.

Если два оператора 
[image: image21.wmf]A

ˆ

 и 
[image: image22.wmf]B

ˆ

 коммутируют, то они имеют общие собственные функции. Справедливо и обратное утверждение: если операторы 
[image: image23.wmf]A
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 и 
[image: image24.wmf]B
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 имеют общую полную систему собственных функций, то они коммутируют. 
Следствием из этого положения является утверждение: если операторы 
[image: image25.wmf]A
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 и 
[image: image26.wmf]B
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 коммутируют, то одновременно могут быть определены точные значения этих физических величин.
Соотношения, имеющие место для значений физических величин в классической механике, справедливы в квантовой механике для операторов и средних значений этих физических величин.

Основные квантовомеханические операторы имеют вид:


оператор проекции импульса ……….
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оператор квадрата импульса
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оператор полной энергии (гамильтониан) ……..
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оператор проекции момента импульса ………..
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оператор квадрата момента импульса …………..
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Здесь 
[image: image34.wmf]D
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 - оператор Лапласа. В сферических координатах он имеет вид:
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2

2

,

2

sin

1

sin

sin

1

j

J

J

J

J

J

j

J

¶

¶

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

=

Ñ

,

где 
[image: image37.wmf]2
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 - угловая часть оператора Лапласа.

Вопросы для самоконтроля

1 Какой оператор называется линейным эрмитовым оператором?

2 Запишите уравнение собственного состояния оператора
3 В чем состоит свойство коммутации операторов?

4 Запишите явный вид операторов 
[image: image38.wmf]x
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 , 
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[image: image40.wmf]H
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Задачи 

1. Доказать эрмитовость операторов;
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 ;
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2. Проверить следующие правила коммутации:
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3. Проверить следующие операторные равенства:

а) 
[image: image48.wmf];
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б) 
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в) 
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г) 
[image: image51.wmf];
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д) 
[image: image52.wmf];
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е) 
[image: image53.wmf].
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4. Проверить следующие правила коммутации для гамильтониана 
[image: image54.wmf]H
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 в потенциальном поле 
[image: image55.wmf](
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5. Найти результат действия операторов 
[image: image59.wmf]2
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 на функции:
а) cos x и 

б) ех.

6. Найти собственные функции ψ и собственные значения следующих операторов:

а) 
[image: image61.wmf],
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 если ψ(х)=ψ(х+а), а – постоянная;

б) 
[image: image62.wmf],
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если ψ=0 при х=0 и l.
7. Оператор 
[image: image63.wmf].
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 Доказать, что если операторы 
[image: image64.wmf]i
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 коммутируют с оператором 
[image: image65.wmf]B
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, то с ним коммутирует и оператор 
[image: image66.wmf]2
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8. Оператор Â коммутирует с операторами 
[image: image67.wmf]B
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 и 
[image: image68.wmf]C
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. Можно ли отсюда заключить, что операторы 
[image: image69.wmf]B
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 и 
[image: image70.wmf]C
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 коммутативны?
9. Найти общую собственную функцию следующих операторов: а) х и 
[image: image71.wmf]y
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; б) 
[image: image72.wmf]y
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[image: image73.wmf]z
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10. Доказать, что если оператор Â эрмитов, то его собственные значения вещественны.

11. Найти оператор, сопряженный с оператором: а) 
[image: image74.wmf]x
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; б) 
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12. Доказать, что если операторы Â и 
[image: image76.wmf]B
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 эрмитовы и коммутирующие, то оператор 
[image: image77.wmf]B
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 - эрмитов.

13. Доказать, что если операторы Â и 
[image: image78.wmf]B
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 эрмитовы и некоммутирующие, то оператор а) 
[image: image79.wmf][
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 не эрмитов; б) 
[image: image80.wmf][
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14. Доказать следующие правила коммутации:
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15. Доказать, что  оператор   
[image: image84.wmf]x
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 является эрмитовым.

16. Непосредственным вычислением убедиться в ортогональности собственных функций оператора 
[image: image85.wmf]H
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 для частицы в одномерной прямоугольной потенциальной яме с абсолютно непроницаемыми стенками.
17. Доказать, что оператор 
[image: image86.wmf]2
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 коммутирует с оператором кинетической энергии 
[image: image87.wmf]T
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18. Показать для одномерного случая, что
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19. Найти собственные значения оператора 
[image: image89.wmf]A
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, принадлежащие собственной функции 
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20. Показать, что если операторы 
[image: image93.wmf]A

ˆ

 и 
[image: image94.wmf]B

ˆ

 линейные, то операторы 
[image: image95.wmf]B
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 и 
[image: image96.wmf]B
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 также линейные.

21. Доказать следующие коммутационные соотношения:

а) 
[image: image97.wmf][
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22. Доказать, что если операторы Â и 
[image: image99.wmf]B
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 коммутируют, то:

а) 
[image: image100.wmf](
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б) 
[image: image101.wmf](

)

(

)

[

]

.

0

ˆ

ˆ

,

ˆ

ˆ

=

-

+

B

A

B

A


23. Доказать, что если коммутатор 
[image: image102.wmf][
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24. Проверить следующие равенства для коммутаторов:

а) 
[image: image106.wmf][
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б) 
[image: image107.wmf](
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Здесь f(x) – произвольная функция координаты.

25. Доказать следующие теоремы: а) если операторы Â и 
[image: image108.wmf]B
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 имеют общие собственные функции, то такие операторы коммутируют; б) если операторы Â и 
[image: image109.wmf]B
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 коммутируют, то они имеют общие собственные функции (доказательство провести для случая, когда вырождение отсутствует).

26. В некотором состоянии ψА система имеет определенное значение механической величины А. Имеет ли в этом состоянии определенное значение также и величина В, если соответствующие им операторы Â и 
[image: image110.wmf]B
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 коммутативны?

27. Доказать, что если оператор Â эрмитов, то и оператор 
[image: image111.wmf]n
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 также эрмитов (n – целое, положительное).

28. Доказать, что если операторы Â и 
[image: image112.wmf]B
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 эрмитовы, то и операторы 
[image: image113.wmf]B

A

ˆ

ˆ

+

 и 
[image: image114.wmf]A
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 также эрмитовы.

29. Доказать, что оператор 
[image: image115.wmf]z
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 эрмитов. Доказательство провести: а) в полярных и б) в декартовых координатах.

30. Доказать эрмитовость оператора 
[image: image116.wmf]2
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, имея в виду, что операторы 
[image: image117.wmf]y
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 и 
[image: image118.wmf]z
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 эрмитовы.

31. С помощью правил коммутации, приведенных в задаче 14, показать, что:

а) 
[image: image119.wmf][
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32. Проверить следующие правила коммутации:

а) 
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33. С помощью правил коммутации, приведенных в предыдущей задаче, показать, что:
а) оператор 
[image: image125.wmf]2
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 коммутирует с операторами 
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б) 
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34. Определить среднее значение механической величины, описываемой оператором 
[image: image131.wmf]2
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, в состоянии 
[image: image132.wmf](
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35. Функция состояния некоторой частицы имеет вид 
[image: image133.wmf]a
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[image: image134.wmf]r

 - расстояние этой частицы до силового центра; 
[image: image135.wmf]a

 - некоторая постоянная. Используя условие нормировки, определите нормирующий множитель 
[image: image136.wmf]A

 . 

Примеры решения задач

Задача 1 Проверить следующее равенство для коммутаторов:
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Решение:

Основываясь на определении коммутатора, перепишем условие следующим образом:
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Воспользуемся выражением для оператора проекции импульса (4.6) и поскольку в задаче рассматривается одномерный случай, заменим частную производную полной производной по координате x:
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Тогда (4.11) приобретает вид:
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Найдём результат действия оператора, изображённого в левой части равенства, на одномерную функцию 
[image: image141.wmf](
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Отсюда следует, что 
[image: image145.wmf][
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 , что и требовалось доказать.

Задача 2 Непосредственным вычислением убедиться в ортогональности собственных функций оператора 
[image: image146.wmf]z
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Решение:

Воспользуемся выражением (4.9) и запишем вид оператора 
[image: image147.wmf]z
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 в сферических координатах:
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Далее запишем уравнение собственного состояния этого оператора
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Здесь 
[image: image150.wmf]z
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 - собственное значение оператора 
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 - собственная функция этого оператора. 

С учетом выражения (4.12) уравнение (4.13) приобретает вид
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Решив это уравнение, получим собственную функцию с учетом нормировки в виде:
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Применим условие однозначности этой функции 
[image: image155.wmf](
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, из которого получим собственное значение оператора 
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Здесь 
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 - магнитное квантовое число.

Тогда собственная функция приобретает вид:
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Из формул (4.16) и (4.15) видим, что решением уравнения собственного состояния оператора 
[image: image160.wmf]z
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 является семейство собственных функций 
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Запишем условие ортогональности функций (4.16) и, вычислив значение интеграла при условии 
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что выражает ортогональность собственных функций, соответствующих различным состояниям (с различными значениями магнитного квантового числа).

Задача 3 Найти собственное значение оператора 
[image: image166.wmf]A
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	Дано:
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	Решение:

Запишем уравнение собственного состояния оператора 
[image: image172.wmf]A
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С учетом вида оператора и его собственной функции уравнение (4.8) имеет вид
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	Найти:

а - ? 
	


Проведя преобразования в левой части равенства (4.18) после чего, разделив обе части полученного уравнения на 
[image: image175.wmf](
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Ответ: 
[image: image177.wmf]1
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Задача 4 Найти общую собственную функцию следующих операторов: 
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Запишем вид операторов проекции импульса частицы и её квадрата:
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Уравнения собственного состояния для этих операторов имеют вид:
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где 
[image: image184.wmf]x

p

 - собственное значение проекции импульса.

Поскольку рассматриваемые операторы предполагают дифференцирование по координате x ,собственная функция F может быть представлена в следующем виде:
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Тогда уравнения (4.20) и (4.21) запишутся в одномерном виде
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Решением уравнения (4.23) (с точностью до постоянного множителя) является функция 

[image: image188.wmf]x
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Решение уравнения (4.24) записывается в виде
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Воспользуемся уравнением де Бройля и выразим проекцию импульса через соответствующую проекцию волнового вектора волны де Бройля:
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Тогда общее решение уравнений (4.23) и (4.24) с точностью до постоянного множителя можно представить следующим образом:
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В соответствии с выражением (4.22) собственная функция операторов 
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Ответ: 
[image: image195.wmf](
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